NMSA334: cviceni 1 — vytvorujici funkce celociselnych nahodnych veli¢in

Definice 1.1: Necht {a, }nen, je posloupnost realnych ¢isel. Jestlize mocninna fada A(s) = Y " a,s™
konverguje pro |s| < sg pro néjaké sg > 0, potom A(s) nazveme vytvorujici funkci posloupnosti {a,}.

Pripomenme zakladni vlastnosti mocninnych fad:
1. Existuje pravé jedno ¢islo 0 < R < oo takové, Ze pro |s| < R fada konverguje absolutné a pro |s| > R
diverguje. Cislo R se nazyva polomér konvergence a plati (Cauchytv-Hadamardiv vzorec):

1
R=————.
limsup V/|a,|

n—oo

2. M&-li fada A(s) = > 07 a,s™ polomér konvergence R, ma i fada ) .., na,s™ ! polomér konver-
gence R a pro |s| < R plati A'(s) = > "7 | na,s™~!'. Derivovani mocninné fady ¢len po ¢lenu lze
pouzit i pro vyssi derivace. Pro koeficienty a,, plati

AM(0)

Ap = T n € Np.
n.

3. Abelova véta: Necht Ffada A(s) konverguje absolutné pro |s| < 1. Jestlize Y " ;a, = a < 0o, potom
lim,,1— A(s) = a. Je-li a, > 0 pro vSechna n € No, potom lim,_1— A(s) = >0° jan = a < 00,
neboli tvrzeni plati i v pripadé, kdy Zflo:o an diverguje.

Umluva: Pro zjednoduseni budeme limity A(s), A’(s), A®)(s) pro s — 1— oznadovat jako A(1), A'(1),
A®)(1). Pro R > 1 vyuzivame spojitosti mocninné fady, pro R = 1 Abelovu vétu (limita existuje).

Definice 1.2: Necht X je nezdporna celo¢iselnd nahodna veli¢ina. Jeji rozdéleni je uréeno pravdépo-
dobnostmi {p, }nen,, Pn = P(X = n). Vytvotujici funkci posloupnosti {p, } nazgvime vytvorujici funkci
ndhodné veliciny X, znacime Px(s) =Y " pns™.

Ziejmé plati Px (1) = >°° ) pn = 1. Polomér konvergence fady Px (s) je tedy nejméné 1. VSimnéme
si, ze Px(s) = EsX.

Véta 1.1: Necht X je nezéporné celodiselnd ndhodnd veli¢ina. Pak pro jeji momenty plati:
(i) EX = Py (1),

(i) EX(X —1)--- (X —k+1) = P (1),

(iii) var X = PY(1) 4+ Py (1) — (P, (1))?, je-li EX < oo.

Véta 1.2: Necht X je nezdporné celoéiselnd ndhodné veli¢ina. Polozme
oo
qn:P(X>n): ij, n € Ny
j=n+1
a necht Q(s) = >_.° ) gns™ je vytvorujici funkce posloupnosti {g,}. Potom

_ 1-— Px(S)

Q(S) 1—s )

|s| < 1.

Dale plati EX = Q(1) a var X = 2Q'(1) + Q(1) — Q(1)2.

Priklad 1.1: Najdéte vytvorujici funkci Poissonova rozdéleni a urcete jeji polomér konvergence. Pomoci
vytvorujici funkce spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl.

Priklad 1.2: Najdéte vytvorujici funkci geometrického rozdéleni a urcéete jeji polomér konvergence.
Pomoci vytvorujici funkce spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl.

Piiklad 1.3: Vyjadiete Pyx(s) pomoci Px(s).



Piiklad 1.4: Vyjadiete Px41(s) pomoci Px(s).
Priklad 1.5: Vyjadiete P,xp(s) pomoci Px (s) pro a,b € Ny.

Piiklad 1.6: Mé&jme posloupnost n bernoulliovskych pokust. Najdéte pravdépodobnost, Ze pocet zdart
bude sudy.

Priklad 1.7: UvaZujme posloupnost bernoulliovskych pokusti. Najdéte pravdépodobnost, Ze dvojice
(zdar, nezdar) nastane poprvé v pokusech (n,n + 1).

Priklad 1.8: Najdéte priklad rozdéleni nezaporné celoc¢iselné ndhodné veli¢iny X, jejiz vytvorujici funkce
Px (s) ma polomér konvergence R = 1.

NMSA334: cvideni 2 — konvoluce

Definice 2.1: Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnych ¢isel. Definujme posloupnost {¢,, } pfedpisem

n
Cp = E axbn_r, n € Np.
k=0

Posloupnost {c,} se nazyva konvoluce posloupnosti {a,} a {b,}, znac¢ime {c,} = {a,} * {b,}.

Véta 2.1: Necht {a,}, {b,} jsou redlné posloupnosti s vytvorujicimi funkcemi A(s), B(s). Potom
vytvofujici funkce C(s) konvoluce {c,} = {an} * {b,} je ddna vyrazem C(s) = A(s)B(s).

Necht X a Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny nabyvajici nezapornych celo¢iselnych hodnot:
P(X =j)=pj, PY =k)=q, JjkeN.
Potom pro Z =X +Y je

ra=P(Z=n)=> P(X=k)PY =n—35) =3 Drn—k,
k=0 k=0

tj. {rn} = {pn} * {gn} a pro vytvorujici funkce plati Pz(s) = Px(s)Py(s).
Pokud Xi,..., X, jsou nezavislé nezaporné celociselné nahodné veli¢iny, tak jejich soucet S, =
X1+ -+ X, ma vytvorujici funkci Pg, (s) = Px, (s) -+ Px,, (s).

Priklad 2.1: Necht Xi,...,X,, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny a necht X; méa Poissonovo rozdéleni
s parametrem A; > 0. Urcete vytvorujici funkci souctu S,, = X1+ --- + X,,.

Snadno lze ukézat, ze operace konvoluce je komutativni a asociativni.

Definice 2.2: Posloupnost {a,}*{a,} se nazyva druhd konvolucéni mocnina posloupnosti {a,, }, znac¢ime
{a,}?* = {an}*{an}. Podobné definujeme obecnou konvolucni mocninu predpisem {a, }** = {a, }#~1*x
{an}.

Priklad 2.2: Proni konvoluéni mocnina je {a,}'* = {a,}. Jak byste definovali nultou konvoluéni moc-
ninu {a,}°*? Chceme, aby splitovala {a,} * {a,}°* = {a,}.

Je-li A(s) vytvorujici funkce posloupnosti {a, }, tak z véty 2.1 indukei zjistime, Ze vytvorujici funkce
posloupnosti {a, }** je A(s)".

V pripadé, ze Xi,..., X, jsou nezavislé a stejné rozdélené nezédporné celociselné nahodné velic¢iny,
tak jejich soudet S, mé vytvorujici funkeci Py, (s)™.

Priklad 2.3: Necht X;,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny, které maji alternativni
rozdéleni: P(X; = 0) = 1—p, P(X; = 1) = p pro p € [0,1]. Urlete vytvotujici funkci souétu S,, =
X1+t X

Priklad 2.4: Mé&jme X7y, ..., X, nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s geometrickym rozdélenim.
Urcete vytvorujici funkci souctu S, = X1 4+ --- + X,,.



